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L Les systémes hybrides
L Genéralites

Systemes hybrides

Classe de systemes dynamiques associant des comportements de
type temps continu et temps discret : succession de trajectoires
continues (ou flux) et discrétes (ou saut).
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Motivations

L'intéraction entre équations continues et discretes du mouvement
peut permettre de dépasser les limites du continu :

» Enrichissement des modeles - description des
phénomenes : circuits électriques, systemes biologiques,
systémes mécaniques ...

» Plus grande flexibilité pour la commande : contrdleur
continue avec variables discretes (passage d'un mode a un
autre, réinitialisation de composant , ...) pour améliorer la
convergence ou les performances du systeme bouclé.
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Les systemes a réinitialisation : une classe de systemes
hybrides [Goebel et al., 2004]

La modélisation, et les solutions, d’'un systeme hybride doit rendre
compte des dynamiques continue et discréte :

x(t,j) = f(x(t.))) si x(t,j) € F et t € [tj, tj14]
x(tir1,J +1) = g(x(t+1,4)) si x(tj41,J) € T, j € NT.

Solutions définies sur un domaine de temps hybride :

U [tj, tir1] x {J}
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» Systéme a commander » Contrdleur a réinitialisation
Xy = Acxy + Bee, si ey, >0
x;" = A;x, + Bre, si ey, <0
Yr = Ccxp + Dee.

Xp = ApXp + Bpsat(u) + Bpgd,
y = CpXp.

S
¥

- (Ar, Br, Cr, Dr)|
L

(Ap,Bp, Cp)

Modélisation du systeme bouclé :

X = Agx + BY(Kx) + B,r + Byd si x € F,
xT =AxsixeJ,
y = Cx.



Contréleurs a réinitialisation - un apercu
L Modglisation
- Modelisation hybride

» La nonlinéarité W(Kx) est définie comme :
»(Kx) = sat(Kx) — Kx.

> Les états du systeme a commander ne sont pas concernés par
le saut.

> Les sous espaces de flux et de saut, F et J s'écrivent
respectivement :

F={xeR" ;X,QIMQXZO} avec M = [ ]
J = {XGR";X,QIMQX§O} _ Co 0
etQ_[ D,C, G ]
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LApprc)che choisie
Quelques rappels sur les concepts mathématiques utilisés :

» Théorie de Lyapunov : le systéme converge vers un état
d’équilibre s'il existe une fonction de Lyapunov candidate

décroissante sur les parties continues et sur les sauts.
V(x)

Xo

!

» Stabilité Lo : un systeme est L, stable, s'il existe v un gain
fini tel que :

t

[lyll2
lldll2

<7

ol la norme £, d'un signal u est |[u][3 = [~ u(t) u(t)dkt.
Ce gain est aussi un critére de performances.
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L Approche choisie

Conditions constructives

Utilisation d'Inégalite Matricielle Linaire (LMI) le probléme mis
sous forme de LMI se résout facilement I'aide d'outils numériques.

» calcul de la fonction de Lyapunov
» estimation du gain L5

» dans le cas d'une entrée saturée, estimation du domaine de
stabilité du systeme hybride

Pour les sytemes a rénitialisation, il peut étre intéressant d'utiliser
des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux

Vi(x) = x'Pix, Pi=P;>0,i=0,...,N.
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L Approche choisie

Fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux

Pour lever une partie du conservatisme
lié aux fonctions quadratiques :
» Division en secteurs de |'espace
d'état N; = {x € R"; x'S;jx > 0}
a partir des angles 6;.

P

» Une fonction de Lyapunov par

Py
secteur Vj(x) = x'P;x.
P; Pr L
. Cette approche permet de considérer
/Py des contrdleurs instables sans reset.
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LCondi‘cions de stabilité et perfomance sans saturation

Analyse de stabilité et perfomance sans saturation
Nous devons vérifier que
> \'/(x,d)+%y’y—’yd’d<0, Vxel, i=1,...,N
» AV(x) <0,Vx e Mgy
» Continuité des fonctionsde Lyapunov a I'intersection des
secteurs

Theoréme
» Li(Pi, Af, C, B, By, 7, Si) <0, i=1,....N
> Lo(Po, Aj, So) <0
» Lo(Po, Pi, 60) =0, Li(Po, Py, On) =0
Li(P;, Piy16;))=0,i=1,...,N—1
Alors
1. si d =0, le systeme hybride est asymptotiquement stable
2. sid#0etxg=0, le gain L entre d et y est fini et inférieur
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L Conditions de stabilité avec saturation

Analyse de stabilité avec saturation

Pour les systemes saturés, la stabilité est liée au chois de la
condition initiale : estimation d’'un domaine de stabilité local
positivement invariant.

Soit une matrice G € R1*" définissant |'espace suivant :

N={xeR" —u 2 (K- G)x < up}.

Il'y a stabilité si :
> Pour les trajectoires continues, les fonctions de Lyapunov
satisfont Vj(x) <0 Vx eT.

» L’ estimation du domaine de stabilité associés
E(P;) = {x € R"; x'Px < 1} est inclue dans |'espace T

» La fonction de Lyapunov est non-croissante au cours des sauts.

> les conditions de continuités sont satisfaites.
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L Conditions de stabilité avec saturation

Theoreme
» Li(P;, Ar, C, B,GT, S) <0, i=1,...,N
> Lo(Po, Aj, Sp) <0
> Lo(Po, P1, 6o) =0, Li(Po, Py, On) =0
Li(P;, Pi160;)=0,i=1,...,N—1

Alors |J {xeR"x'Pix <1if x €I} est une région de
i=0,...,.N
stabilité.
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LSimulations

On s'intéresse I'analyse d’un systéme instable du premier ordre
contrdlé par un FORE.

d
ro e FORE i@—»é» F(s) y
/ —

Application de notre théoreme sur cette boucle de commande :

» Estimation du domaine de stabilité.

» lllustration avec une simulation dynamique.
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LSimulations

Simulation temporelle
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L Simulations

Domaine de stabilité
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Conclusion

Les systemes avec réinitialisation sont une classe de systemes
hybrides qui, utilisés dans le cadre de la commande, peuvent
permettre :

» d'améliorer les performances vis-a-vis d'un contrdleur linéaire
y compris en présence de saturation.

» d'agrandir la région de stabilité d’'un systeme soumis a des
saturations.

Pour la suite de nos travaux :
» continuer a proposer de nouvelles conditions de reset

» passer a la synthése de controleur a réinitialisation.



