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Méthodes
Indirectes
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Parcours

Ingénieur ESTACA 2004
Dominante Véhicules Spatiaux, Option Commande des
Systèmes

DEA TIS de l’UTC 2004
Option Commande avancée des systèmes

Stages

LAAS 2003 Projet SNECMA : Identification Moteur

CNES 2004 Génération de Trajectoires Lanceurs par collocation
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Parcours

Ingénieur ESTACA 2004
Dominante Véhicules Spatiaux, Option Commande des
Systèmes

DEA TIS de l’UTC 2004
Option Commande avancée des systèmes

Docteur de l’université Bordeaux
Génération de trajectoires optimales pour systèmes
différentiellement plats : Application aux manoeuvres
d’attitude
These soutenue le 21 septembre 2007
Thèse financée par le CNES et Thales Alenia Space.
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Ingénieur ESTACA 2004
Dominante Véhicules Spatiaux, Option Commande des
Systèmes

DEA TIS de l’UTC 2004
Option Commande avancée des systèmes

Docteur de l’université Bordeaux
Génération de trajectoires optimales pour systèmes
différentiellement plats : Application aux manoeuvres
d’attitude
These soutenue le 21 septembre 2007
Thèse financée par le CNES et Thales Alenia Space.

MCF à l’UPS depuis septembre 2008,
Automatique linéaire continu, Enseignements
principalement du L2 au M1
MAC, Groupe d’acceuil au LAAS
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Thèmes de recherche

Génération de trajectoires par résolution du problème de
commande optimale

Méthodes directes classiques (Tirs et Transcrition)
Méthodes directes par platitude

Domaines applicatifs

Systèmes Spatiaux
1 Désorbitation pour la rentrée atmosphérique
2 Lanceurs
3 Système de contrôle d’attitude pour satellite manoeuvrant
4 Rendez-vous sur orbite par modèle relatif
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Génération de trajectoires
Formalisation

Problème de commande optimale

min
u∈U

J(x(t), u(t), t)

vérifiant :




ẋ = f (x(t), u(t))
x(ti ) = xi , u(ti ) = ui

x(tf ) = xf , u(tf ) = uf

γ(t, x(t), u(t)) ! 0

x ∈ Rn, u ∈ Rm

t ∈ [t1, tf ] ⊂ R, tf fixé ou libre

Problème d’optimisation contraint :

Saturation de la commande u(t) ∈ U ⇔ u ! u(t) ! u

Contraintes sur la trajectoire
γ(.) : R× Rn × Rm → Rγ , γ(t,X (t), u(t)) ! 0
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Méthodes
Directes

Commande
Optimale &
Platitude

Conclusions

Résolution du problème de commande
optimale

Problème de
Commande Optimale

Méthodes Indirectes Méthodes Directes
Méthodes par

Platitude

Analyse des
conditions
d’optimalité

Transcrition
Méthodes

de tirs
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(Collocation)
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Problème de
Commande Optimale

Méthodes Indirectes Méthodes Directes
Méthodes par

Platitude

Analyse des
conditions
d’optimalité

Transcrition
Méthodes

de tirs
Transcrition
(Collocation)

Méthodes en
dveloppement

Transcrition
(Collocation)

Critère d’optimalité
Principe du maximum de Pontryagin : La trajectoire optimale
vérifie

ẋ∗(t) = Hλ(t, x∗, u∗, λ∗)

λ̇∗(t) = −Hx(t, x
∗, u∗, λ∗)

H est l’Hamiltonien (ou fonction de Pontryagin)
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Méthodes Indirectes Méthodes Directes
Méthodes par

Platitude

Analyse des
conditions
d’optimalité

Transcrition
Méthodes

de tirs
Transcrition
(Collocation)

Méthodes en
dveloppement

Transcrition
(Collocation)

Critère d’optimalité

Description d’un problème d’optimisation paramétrique
Paramétrisation des variables X , u
Discrétisation des contraintes : u(t) ∈ U et γ(t, X (t), u(t)) " 0

Optimalité assurée par les algorithmes de programmation
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Transcrition
Méthodes

de tirs
Transcrition
(Collocation)

Méthodes en
dveloppement

Transcrition
(Collocation)

Critère d’optimalité

Description d’un problème d’optimisation géométrique
Paramétrage du PCO par la sortie plate z(t)
Outils de Géométrie algébrique et différentielle

Optimalité assurée par les algorithmes de programmation
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4 Méthodes directes de résolution

5 Résolution par platitude différentielle
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Rendez-Vous sur Orbite et méthodes
Indirectes
Théorie du primer vector

Problème de RdV

min
β(ti ),∆vi ,ti ,N

J∗

vérifiant :




ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)
N∑

i=1

β(ti )∆viδ(t − ti )

β2
x (ti ) + β2

y (ti ) + β2
z (ti ) = 1 i = 1, . . . ,N

x(t1) = x1, x(tf ) = xf

0 ≤ ∆v ≤ ∆vi ≤ ∆v

Mouvement relatif entre deux véhicules spatiaux (dynamique
leader/follower)

J Vitesse caractéristique

x ∈ R6 Etat de la dynamique de mouvement relatif

∆vi Amplitude de poussée impulsionnelle à l’instant ti

β(ti ) ∈ R3 Direction de poussée à l’instant ti

Algorithme de Carter

Pb de RdV de Carter :

min
ti ,∆vi

∑
∆vi

sous zf =
∑

i=1

φ−1(ti )B(ti )∆V (ti )

CNS 2 et 3 de Carter à date d’impulsions fixé

λ′R(ti )R
′λ = 1 ∀ti ∈ [t1, tf ]

λ′
dR(t)

dt |t=ti
R ′λ = 0 ti *= t1, tf

Système polynomial multivarié en λ ∈ R6 : Résolution par
utilisation des bases de Gröbner
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Rendez-Vous sur Orbite et méthodes
Indirectes
Théorie du primer vector

1 Utilisation de d’une matrice de transition :

x(t) = Φ(t)x(t) + B(t)
N∑

i=1

Φ(t)β(ti )∆vi

avec Φ(t) = φ(t)φ−1(t1)

Théorie du primer vector

CNS d’optimalité de Lawden :

‖λv (t)‖ ≤ 1, (1)

‖λv (ti )‖ = 1, (2)

λ̇v (ti )
′λv (ti ) = 0, ∀ti *= t1, tf (3)

où λv ∈ C 2 est l’état adjoint associé à la vitesse ou primer vector,
ti instants d’impulsions

Nombre maximal d’impulsions pour un RdV

Méthode géométrique de Prussing

Méthode itérative de Lion-Handelsman

Algorithme de Carter

Pb de RdV de Carter :

min
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∑
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Système polynomial multivarié en λ ∈ R6 : Résolution par
utilisation des bases de Gröbner
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CNS 2 et 3 de Carter à date d’impulsions fixé
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Remarques sur les méthodes indirectes

avantages/Inconvénients

+ Utilisation d’algorithme formelle

+ Description formelle de la solution optimale

+ Précision numérique

− Connaissance de la structure de commutation de la trajectoire
souvent nécéssaire (commande continue)

− Mise en place de contraintes sur l’état difficile

− Petit domaine de convergence

− Sensibilité à la solution initiale

9 / 28



MOCOSY WS

Christophe
Louembet

Profil

Commande
optimale
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Méthodes de transcription
Principes

Paramétrisation

Paramétrisation de l’état et/ou de
la commande

Discrétisation des contraintes :
ẋ = f (x , u) (intégration num.),
u(t) ∈ U et γ(t,X (t), u(t)) ! 0

Segmentation de l’horizon

σi = [ti , ti+1], i = 1, . . . , ν (4)

Fig.: Distribution des segments σi

⇒ Description d’un problème d’optimisation paramétrique de
type NLP ou LP

Intégration numérique

Méthodes de collocation méthodes Runge-Kutta
Méthodes pseudospectrales Interpolation pseudospectrale de

Legendre
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Applications des méthodes directes de
transcription

Applications

+ Plusieurs logiciels libres ou commerciales disponibles :
Librairie ALTOS [?]
Logiciel OTIS [?]

+ Applications aux systèmes NL notamment spatiaux [?]et :
Transferts orbitaux à poussées faibles et/ou impulsives [?]
Trajectoires atmosphériques de lanceurs

Avantages/Inconvénients

+ Mise en oeuvre simple des
contraintes

+ Peu sensible à la solution
initiale

+ Méthodes robustes
numeriquement

− Approximation de la solution
optimale

− Algorithmes nécéssitant de la
puissance de calcul

− Problème de minima locaux
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Transferts orbitaux à poussées faibles et/ou impulsives [?]
Trajectoires atmosphériques de lanceurs

Avantages/Inconvénients

+ Mise en oeuvre simple des
contraintes

+ Peu sensible à la solution
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+ Méthodes robustes
numeriquement

− Approximation de la solution
optimale

− Algorithmes nécéssitant de la
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Méthodes de Tirs

Principes

Paramétrage de la commande

Propagation de la dynamique
Utilisation d’une matrice de propagation
Intégration explite de la contrainte différentielle

Optimisation des paramètres de la commande

Optimalité assurée par le solveur
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Méthode directes
Application au RdV

Problème de RdV

min
β(ti ),∆vi ,ti ,N

J∗

vérifiant :






ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)
N∑

i=1

β(ti )∆viδ(t − ti )

β2
x (ti ) + β2

y (ti ) + β2
z (ti ) = 1 i = 1, . . . ,N

x(t1) = x1, x(tf ) = xf

0 ≤ ∆v ≤ ∆vi ≤ ∆v

Nombre et répartition des impulsions fixés a priori

10 impulsions et
∆V = 100m/s

demi-gd axe : 6.763e6m

excentricité : 0.0052

inclinaison : 52◦

Argument du périgée ω = 0

Ascension droite Ω = 0

Position initiale νcib = 0,
νcha = −0.05◦ soit une
distance ≈ 5.5km

Fig.: Horizon de 8
3 π (123min)
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Méthode directes
Application au RdV

Introduction de la matrice de transition Φ

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)
N∑

i=1

β(ti )∆viδ(t − ti )

.

x(t) = Φ(t, t1)x(t1) +
N∑

i=1

Φ(t, ti )B(t)β(ti )∆vi

.
x(t) = Φ(t)x(t1) + B(t)∆V

avec

∆V = [β(Tt1)
T∆v1, . . . ,β(Ttf )

T∆vf ]
T

= [∆V T (Tt1), . . . ,∆V T (Ttf )]
T

10 impulsions et
∆V = 100m/s

demi-gd axe : 6.763e6m

excentricité : 0.0052

inclinaison : 52◦

Argument du périgée ω = 0

Ascension droite Ω = 0

Position initiale νcib = 0,
νcha = −0.05◦ soit une
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3 π (123min)
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Méthode directes
Application au RdV

Algorithme de tirs

min
∆Vi

|∆V |

vérifiant :

{
xf = Φ(tf )x(t1) + B(t)∆V

|∆Vi | ≤ ∆v

∆V =
[
∆V T

1 ∆V T
2 . . . ∆V T

f

]T ∈ R3N

B =
[
Φ(tf , t1)B Φ(tf , t2)B . . . Φ(tf , tf )B

]
∈ R6×3N

10 impulsions et
∆V = 100m/s

demi-gd axe : 6.763e6m

excentricité : 0.0052

inclinaison : 52◦

Argument du périgée ω = 0

Ascension droite Ω = 0

Position initiale νcib = 0,
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Méthode directes
Application au RdV

Algorithme de tirs

min
∆Vi

|∆V |

vérifiant :

{
xf = Φ(tf )x(t1) + B(t)∆V

|∆Vi | ≤ ∆v

.

Programmation Linéaire

min |Z |

sous






xf = Φ(tf , t1)x1 + B∆V

∆V (j) ≤ Z (j), j = 1, . . . , 3N

−∆V (j) ≤ Z (j), j = 1, . . . , 3N

0 ≤ Z ≤ ∆V

10 impulsions et
∆V = 100m/s

demi-gd axe : 6.763e6m

excentricité : 0.0052

inclinaison : 52◦

Argument du périgée ω = 0
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Applications des méthodes directes de
transcription

Applications

+ Méthodes efficaces pour les systèmes linéaires admettant une
matrice de transition

+ Utilisation d’algorithme de programmation linéaire

Avantages/Inconvénients

+ Mise en oeuvre simple de
contraintes linéaires
(Contraintes d’évitement,
sauvegarde)

+ Peu sensible à la solution
initiale.

+ Méthodes robustes
numeriquement.

− Intégration explicite des
dynamiques en absence de
matrice de transition ou
dynamique non linéaire.

− Algorithmes nécéssitant de la
puissance de calcul dans les
cas NL.
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Platitude différentielle
Formulation algébrique

Définition [?]

Un système est plat s’il existe un jeu de m sorties plates z et leurs
dérivées successives qui déterminent les n états et les m entrées du
système sans intégration tel que :

x = ψx(z , ż , z̈ , . . . , z (s))

u = ψu(z , ż , z̈ , . . . , z (s+1))

mais tel qu’on ait aussi la réciproque :

z = h(x , u, u̇, ü, . . . , u(r))
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Propriétés de la platitude

[?]

Un système plat est Lie-Bäcklund équivalent à un système trivial dont
les états z = (z1, . . . , zm) forment la sortie plate.

Indépendance différentielle des m composantes de z

Un espace Oz , de coordonnées {z , ż , z̈ , . . . , z (η)}
Toute courbe de Oz équivaut à une trajectoire admissible du
système
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Problème de commande optimale plat

minu J(x(t), u(t), t)
vérifiant :





ẋ = f (x(t), u(t))
x(ti ) = xi , u(ti ) = ui

x(tf ) = xf , u(tf ) = uf

γ(x(t), u(t)) ≥ 0

minz J(z)

sous les contraintes :






z(t0) = z0

z(tf ) = z f

z(t) ∈ Sz̄

avec z(t) ∈ Sz̄ ≡ γ(z(t)) ≥ 0

Paramétrisation minimale du problème de commande optimale
Résolution sans intégration
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Le modèle non linéaire plat avec z = {z , ż , z̈ , . . .}
x = ψx(z)

u = ψu(z)
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Problème de commande optimale plat
Propriétés

minz J(z)

sous les contraintes :






z(t0) = z0

z(tf ) = z f

z(t) ∈ Sz̄

avec z(t) ∈ Sz̄ ≡ γ(z(t)) ≥ 0

Paramétrisation minimale du problème de commande optimale

Résolution sans intégration

=⇒ Problème d’optimisation géométrique
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Résolution du pb géométrique par
formulation SDP

Paramétrisation de la sortie plate par B-splines d’ordre k

zi (t) =
n∑

j=1

Ci,j .Bj,k(t), i = 1, . . . ,m

Espace admissible Sz̄ approché par un polytope SP

Optimisation paramétrique

minC J(C )
vérifiant :






C1 = zi

Cn = zf

z(C , t) ∈ SP ≥ 0

Objectifs
Analyse des contraintes sur le continuum temporel par
formulation LMI du problème de commande optimal

Démarche
1 Définir le problème d’appartenance t 1→ z(t) à un

demi-espace de Oz̄ comme un problème de positivité de B-spline
2 Définir des conditions de positivité d’une B-spline
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Appartenance d’une trajectoire t 1→ z(t)
à un demi-espace
Formulation du problème de positivité

t 1→ z appartient au demi-espace défini par l’hyperplan H ssi

〈a, z(t)〉 ≥ b

〈a, z〉 ≥ b ⇔






a1z1 + · · · + amz zmz + . . .

amz+1ż1 + · · · + a2mz żmz + . . .
...

a(r−1)mz+1z
(r)
1 + · · · + amzrz

(r)
mz ≥ b

avec

zi (t) =
nX

j=1

Ci,j .Bj,k (t), i = 1, . . . , mz

z(r)
i (t) =

nX

j=1

Ci,j .B
(r)
j,k (t), i = 1, . . . , mz

Proposition

La somme d’un polynôme par morceaux appartenant à Pk,ξ,ν et de ses
r dérivées successives est représentable dans une base de B-splines
vi,k ∈ Pk,ξ,ν!r .

Problème de positivité

〈a, z〉 ≥ b ⇐⇒ Pµ(t) =
nv∑

i=1

µivi,k(t) ≥ 0

avec µi =
∑n

j=1 (α1,i,jC1,j + · · · + αmz ,i,jCmz ,j)− b

21 / 28



MOCOSY WS

Christophe
Louembet

Profil

Commande
optimale
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Méthodes
Directes

Commande
Optimale &
Platitude

Conclusions

Appartenance d’une trajectoire t 1→ z(t)
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t 1→ z appartient au demi-espace défini par l’hyperplan H ssi

〈a, z(t)〉 ≥ b

Proposition

La somme d’un polynôme par morceaux appartenant à Pk,ξ,ν et de ses
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Description en somme de carrés

Pµ(x) décrit dans la base v(x) est non négatif
.

Pµ(x) = u(x)TYu(x) ≥ 0 avec Y 5 0
.

Le problème de programmation semi-définie positive (PSD) a une
solution

{
Y 5 0

µ = Λ∗(Y )
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Méthodes
Indirectes
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Théorème de positivité

Théorème

Soit µ un élément du cône K convexe pointé et fermé défini par

K = {µ ∈ Rn : µ = Λ∗(Y ), Y 5 0}

A chaque élément du cône K est associée une fonction Pµ(x) définie
comme une somme de carrés telle que

Pµ(x) =
n∑

i=1

µivi (x) =

{
uT (x)Yu(x) ≥ 0, cas impair

τ̄(x)uT (x)Yu(x) ≥ 0, cas pair
(5)

où τ̄(x) un polynôme d’ordre 1 strictement positif

23 / 28



MOCOSY WS

Christophe
Louembet

Profil

Commande
optimale
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Formulation Semidéfinie du PCO

minC JC (C )

sous les contraintes :






z(ti ,C ) = z i

z(tf ,C ) = z f

∀t ∈ ∆, Hz(t) ≤ K

.






MCC = Mz

α1C − b1 = Λ∗(Y1), Y1 5 0
...

αnc C − bnc = Λ∗(Ync ), Ync 5 0
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Exemple
Robot à lien élastique

Soit le système non linéaire :

I q̈1 + MgL sin q1 + k(q1 − q2) = 0

Jq̈2 − k(q1 − q2) = u

Le système admet la sortie plate suivante :
z = q1

Fig.: Schéma du
manipulateur

minC

∫ tf
0 q2

1 dt
subject to :






xt0 = [− π
12 , 0.01, − π

12 , −0.01]

xtf = [ π
16 , −0.01, π

16 , 0.01]

−π
3 ≤ q1 ≤ π

3

−π
4 ≤ q2 ≤ π

4

− π
12 ≤ q2 − q1 ≤ π

12

L’intervalle de temps ∆ = [0, 5]

25 / 28



MOCOSY WS

Christophe
Louembet

Profil

Commande
optimale
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Exemple
Résultats

Fig.: Trajectoire z(t) et approximation polytopique Pz
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Exemple
Résultats

Fig.: Trajectoires d’états
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Remarques sur la formulation SDP

Applications

+ Méthodes applicables à tous les systèmes non linéaires plats

Avantages/Inconvénients

+ Programmation semie-définie
(optimisation convexe)

+ Garantie en temps continu
des contraintes

− Platitude des systèmes NL

− Nécéssité de contraintes
linéaire
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Travaux de recherche en cours

Recherche thématique : Géométrie et algèbre pour la génération
de trajectoires

Méthodes convexification par voie algébrique ou analyse
fonctionnelle
Génération de polynôme par morceaux sous contraintes par
optimisation convexe (création d’une toolbox)
Génération de trajectoires à contraintes garanties dans le temps
pour les systèmes pilotés par impulsions.
Evaluer l’impact d’incertitudes paramÃ c©triques par analyse
d’intervalles
Prise en compte de contraintes fréquentielles

Automatique pour le domaine spatial
collaboration groupe MAC/CNES/Astrium sur le guidage pour le
RdV sur orbite.
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