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1 Modèle non linéaire 3D

Les hypoth̀eses de travail sont que :

• Les couples gyroscopiques des paires moteurs/hélices sont ńegligés.

• Les inerties des moteurs et les dynamiques des flux d’airs sont négligés.

• La perte d’efficacit́e des forces de portance lors des déplacements est négligée.

• Les frottements secs sont négligés.

SoitΞ le vecteur d’́etat dans le rep̀ere fixe (variables mesurées) :

Ξ =

 θ
λ
ε


où θ est le pitch,λ le travel etε l’ élévation. Soit maintenantω le vecteur des
vitesses de rotation du repère mobile de l’h́elico (qui tourne avecλ et ε mais pas
suivantθ. Voir figure 1.

On a d’apr̀es les formules d’Euler:

Ξ̇ =

 ω1

ω1 sin ε + ω2 cos ε
ω3

 ω =

 θ̇

λ̇/ cos ε− θ̇ tan ε
ε̇


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Figure 1: Rep̀eres fixe et mobile
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Figure 2: Forces principales

Dans le rep̀ere mobile leśequations de la ḿecanique donnent:

Jω̇ + (Jω) ∧ ω = M1 + M21 + M22 + M31 + M32 − Cω

Avec les donńees suivantes

• J est le tenseur d’inertie de l’engin

• C caract́erise les frottements visqueux
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Figure 3: Forces principales

• Moment de la force de gravité de la barre

M1 = m1gX1 ∧

 − sin ε
− cos ε

0


avec la position du centre de gravité de la barre :

X1 =

 x1

y1

0


X1 dépend de la position de la masse variable età priorix1 < 0 ety1 < 0.

Le calcul donne :

M1 = m1g

 0
0

−x1 cos ε + y1 sin ε


• Moment des forces de gravité des moteurs

M2i = m2igX2i ∧

 − sin ε
− cos ε

0


avec la position du centre de gravité des moteurs :

X21 =

 x2

−d2 sin θ − l2 cos θ
d2 cos θ − l2 sin θ

 X22 =

 x2

+d2 sin θ − l2 cos θ
−d2 cos θ − l2 sin θ


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On notera quèa priori1 � l2 > 0.

Le calcul de la somme des moments des poids des moteurs donne:

M21 + M22 = 2m2g

 −l2 sin θ cos ε
l2 sin θ sin ε

−x2 cos ε− l2 cos θ sin ε


• Moment des forces de portance dévelopṕees par les moteurs

M3i = FiX3i ∧

 0
cos θ
sin θ


avecX3i le point òu s’applique la force (m̂eme distance que les poids suivant
le corps de l’h́elico maiséventuellement d́eplaće vers le haut):

X31 =

 x2

−d2 sin θ − l3 cos θ
d2 cos θ − l3 sin θ

 X32 =

 x2

d2 sin θ − l3 cos θ
−d2 cos θ − l3 sin θ


Par le calcul on trouve

M31 + M32 =

 d2(F2 − F1)
−x2 sin θ(F2 + F1)

x2 cos θ(F2 + F1)

 .

La somme des moments des forces, hors forces de frottement visqueux, donne:

M1 + M21 + M22 + M31 + M32

=

 −2m2gl2 sin θ cos ε +d2(F2 − F1)
2m2gl2 sin θ sin ε−x2 sin θ(F2 + F1)

−m1g(x1 cos ε− y1 sin ε)− 2m2g(x2 cos ε + l2 cos θ sin ε)+x2 cos θ(F2 + F1)


Pour simplifier les notations on prend

α sin(ε− ε0) = −m1g(x1 cos ε− y1 sin ε)− 2m2gx2 cos ε
β = 2m2gl2 .

On note queα etε0 dépendent de la position du centre de masse de la barre et donc
de la position de la masse mobile.

M1 + M21 + M22 + M31 + M32

=

 −β sin θ cos ε +d2(F2 − F1)
β sin θ sin ε−x2 sin θ(F2 + F1)

−α sin(ε− ε0)−β cos θ sin ε+x2 cos θ(F2 + F1)


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2 Hypothèse deJ et C diagonales

Si on suppose que la matrice des inerties est diagonale (pas de couplages inertiels
entre les axes):

Jω̇ + (Jω) ∧ ω =

 J1ω̇1 + (J2 − J3)ω2ω3

J2ω̇2 + (J3 − J1)ω1ω3

J3ω̇3 + (J1 − J2)ω1ω2


De même pour les frottements visqueux:

Cω =

 C1ω1

C2ω2

C3ω3



3 Hypothèse de|ε| � 1

L’ élévation est contraintèaêtre proche de0 (à20◦ près environ). Nous envisageons
donc de faire suivant les cas les approximations suivantes:

sin ε ' ε ' 0
tan ε ' ε ' 0
cos ε ' 1

Pour les vitesses de rotation du repère mobile cela donne :

ω =

 θ̇

λ̇/ cos ε− θ̇ tan ε
ε̇

 '

 θ̇

λ̇− θ̇ε
ε̇

 '

 θ̇

λ̇
ε̇


Pour ce qui est des moments des autres forces il faut noter quel2 � 1, donc pour
les petts anglesl2 sin ε ' 0 est une approximation assez légitime. De plus il faut
noter queε0 ' 0 dans la configuration choisie (et mêmeε0 = 0 quand la masse
mobile est sitúee au plus pr̀es de l’axe de rotation enλ).

M1 + M21 + M22 + M31 + M32

=

 −β sin θ cos ε +d2(F2 − F1)
β sin θ sin ε−x2 sin θ(F2 + F1)

−α sin(ε− ε0)−β cos θ sin ε+x2 cos θ(F2 + F1)


'

 −β sin θ + d2(F2 − F1)
−x2 sin θ(F2 + F1)

−αε + x2 cos θ(F2 + F1)


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À ce stade leśequations dynamiques avec le plus d’approximations donnent

J1θ̈ + (J2 − J3)ε̇λ̇ = −β sin θ + d2(F2 − F1)− C1θ̇

J2λ̈ + (J3 − J1)ε̇θ̇ = −x2 sin θ(F2 + F1)− C2λ̇

J3ε̈ + (J1 − J2)θ̇λ̇ = −αε + x2 cos θ(F2 + F1)− C3ε̇

Si on suppose que l’on agit axe par axe sans bouger les autres (ce qui est bien
difficile quand on veux faire du travel, mais bon on fait l’hypothèse quand m̂eme)
alors on a :

J1θ̈ = −β sin θ + d2(F2 − F1)− C1θ̇

J2λ̈ = −x2 sin θ(F2 + F1)− C2λ̇

J3ε̈ = −αε + x2 cos θ(F2 + F1)− C3ε̇

4 Hypothèse de|θ| � 1

Cette dernìere hypoth̀ese est peu valable carθ peut varier de+90◦ à−90◦. Cepen-
dant dans l’objectif de faire une identification, il est possible de faire l’hypothèse.
On trouve alors le mod̀ele presque lińeaire suivant :

J1θ̈ = −βθ + d2(F2 − F1)− C1θ̇

J2λ̈ = −x2θ(F2 + F1)− C2λ̇

J3ε̈ = −αε + x2(F2 + F1)− C3ε̇

5 Se placer dans une zone de fonctionnement des moteurs

On remarque que la force exercée par les moteurs est en première approximation
linéaire par morceaux en la tension de commande:

Fi = K(Vi) =


V̄ : si Vi ≥ V̄

K+Vi : si Ṽ ≤ Vi ≤ V̄

0 : si − Ṽ ≤ Vi ≤ Ṽ

K−Vi : si − Ṽ ≥ Vi ≥ −V̄
−V̄ : si Vi ≤ −V̄
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On se place dans le cas où Fi = K+Vi pour faire de l’identification. Leśequations
sont

J1θ̈ = −βθ + d2K+(V2 − V1)− C1θ̇

J2λ̈ = −x2K+θ(V2 + V1)− C2λ̇

J3ε̈ = −αε + x2K+(V2 + V1)− C3ε̇

et elles correspondent avec celle utilisées par Mounira Bouarroudj. De son travail,
on tire les ordres de grandeur suivants:

J1 = 0.01 β = 0.04 d2K+ = 0.07 C1 = 0.001
J2 = 4.5 x2K+ = 0.5 C2 = 0.4
J3 = 0.07 α = 0.2 x2K+ = 0.5 C3 = 0.01

6 Hypothèse de|ε| ≤ ε̄ < π/4

Réecrivons les diff́erenteśequations :

Jω̇ + (Jω) ∧ ω = −Cω +

 −β sin θ cos ε +d2(F2 − F1)
β sin θ sin ε−x2 sin θ(F2 + F1)

−α sin(ε− ε0)− β cos θ sin ε+x2 cos θ(F2 + F1)


Ξ̇ =

 θ̇

λ̇
ε̇

 =

 1 0 0
sin ε cos ε 0
0 0 1

ω

Pour la suite on supposeJ diagonale,(Jω) ∧ ω = 0. L’ élévation est contrainte
à être proche de0 à ε̄ < π/6. Nous envisageons donc d’introduire les incerti-
tudes suivantes (elles varient dans le temps et leur variation peut se caractériser en
fonction des d́erivées deΞ) :

sin ε ' (1− δε1)ε , 0 ≤ δε1 ≤ 1− sin ε̄/ε̄
sin ε ' δε2 , |δε2| ≤ sin ε̄
cos ε ' 1− δε3 , 0 ≤ δε3 ≤ 1− cos ε̄

Leséquations dynamique s’écrivent alors comme suit

Jω̇ + (Jω) ∧ ω = −Cω +

 −β(1− δε3) sin θ +d2(F2 − F1)
βδε2 sin θ−x2 sin θ(F2 + F1)

−α(1− δε1)(ε− ε0)− β cos θ(1− δε1)ε+x2 cos θ(F2 + F1)


Ξ̇ =

 θ̇

λ̇
ε̇

 =

 1 0 0
δε2 1− δε3 0
0 0 1

ω
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7 Hypothèse de|θ| ≤ θ̄ < π/2

L’hypothèse deθ proche de0 est peu valable carθ peut varier de+90◦ à−90◦.
Cependant il est envisageable de se donner comme spécification queθ soit borńee.
De même que pour les termes enε on d́efinit les incertitudes variant dans le temps
suivantes :

sin θ ' (1− δθ1)θ , 0 ≤ δθ1 ≤ 1− sin θ̄/θ̄
sin θ ' δθ2 , |δθ2| ≤ sin θ̄
cos θ ' 1− δθ3 , 0 ≤ δθ3 ≤ 1− cos θ̄

Attention ! Il est hors de question de linéariser le terme ensin θ(F2 + F1) sinon le
syst̀eme devient non commandable. On peut par contreécrire :

Jω̇ + (Jω) ∧ ω = −Cω

+

 −β(1− δε3)(1− δθ1) 0 0
βδε2(1− δθ1) 0 0

0 0 −(α + β(1− δθ3))(1− δε1)

Ξ

+

 d2 0
0 −x2(1− δθ1)θ
0 x2(1− δθ3)

(
F2 − F1

F2 + F1

)
+ α(1− δε1)

 0
0
ε0


Ξ̇ =

 1 0 0
δε2 1− δε3 0
0 0 1

ω

8 Stratégie de synth̀ese en cascade

Ce qui suit est faux car ontét́e oublíes les termes quadratiques enω...

On remarque que avecJ etC diagonales, les premières lignes de ceśequations
donnent :

J1θ̈ = −C1θ̇ − β(1− δε3)(1− δθ1)θ + d2(F2 − F1)

et les autreśequations ne d́ependent pas deF2 − F1. On peut d̀es lors utiliser
la différence des vitesses pour commander (robustement)θ. Si une commande,
F2−F1 = Σ1(θc− θ), assure une rapidité suffisante on peut supposer queθ = θc,
qui devient une nouvelle entrée pour le système. Mais attention dans notre modèle
intervientégalemenṫθ, ceci peut alorŝetre vu comme une perturbation, notéeθd.
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Regardons maintenant la dernière ligne de nośequations :

J3ε̈ = −C3ε̇− (α+β(1− δθ3))(1− δε1)ε+x2(1− δθ3)(F2 +F1)+α(1− δε1)ε0

On peut utiliser la somme des vitesses pour commander (robustement)ε. Cette
commande doit̂etre insensible aux perturbationsε0 dont on sait que les dynamiques
sont plut̂ot basse fŕequence. Si une commande,F2 + F1 = Σ2(εc − ε), assure une
rapidit́e suffisante on peut supposer queε = εc etF2 +F1 converge ńecessairement
vers une valeur mesurable, notéeF∞.

On se propose alors pour commanderλ de faire une commande LPV-robuste
dépendant du param̀etreF∞. Elle doit avoir des dynamiques plus lentes que les
préćedentes. Son entrée de commande estθc. Elle doitêtre au maximum insensible
à la perturbationθd.

J2ω̇2 = −C2ω2 + (βδε2 − x2F∞)(1− δθ1)θc

λ̇ = (1− δε3)ω2 + δε2θd

On remarquera que pour que ce système soit commandable il est nécessaire que
F∞ soit non nul. On peut donc envisager un opérateur logique qui forceF2 + F1 à
être non nul (positif de préférence) tant queλ n’est pas̀a la consigne. Pour ce faire,
le plus simple est de donner une consigne virtuelleε̃c > 0 tant queλc−λ 6= 0. Par
exemple on peut penserà quelque chose comme :

si F2 + F1 > F̄∞ : ε̃c = εc

si 0 ≤ F2 + F1 ≤ F̄∞ : ε̃c = εc + γ|λc − λ|
si 0 ≥ εc ≥ εc : ε̃c = εc − γ|λc − λ|
si εc < εc : ε̃c = εc

9 Influence de la masse variable

Les travaux d’identification de Mounira Bouarroudj concluent que la masse mobile
n’a pas d’influence d́ecelable sur les paramètres du mod̀ele, sauf pour le param̀etre
perturbateur

ε0 = − 8
25

π

180
p

où p est la position de la masse variable en partant de l’axe de rotation desλ. Ce
param̀etre peut̂etre pilot́e à notre guise entre 0 et 28 centimètres.
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